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Définition des groupes de Coxeter

Combinatoire
pour les
Algebres de
Iwahori-
Hecke
finies

Croupes de Soit W un groupe, S un systéme générateur de W formé d’éléments d’ordre 2. Pour
Coreter s,s' dans S, on note mg o I'ordre de ss’.

On dit que (W, S) est un systéme de Coxeter si

< S|Vs € S,Vs' € S\ {s},s2 =1, (ss')™s' =1 > est une présentation du groupe W.

Définition

Le graphe de Coxeter associé 3 un systéme de Coxeter (W, S) est le graphe dont les
sommets sont les éléments de S et deux sommets s et t sont reliés par ms; — 2 arétes
pour ms,+ < 4, trois arrétes si ms = 6 une aréte avec ms; en indice sinon.
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Classification des groupes de Coxeter

Définition
On dit qu’un groupe de Coxeter est irréductible s'il n'existe pas deux parties disjointes

non vides S; et Sy de S telles que S = S; U S, avec s1sp) = sps1 pour tout couple
(51,52) €5 x5.

Théoréme (Coxeter 33')

Le graphe d’un groupe de Coxeter fini irréductible appartient a I'une des familles
suivantes :

n21,A,,.-. . o ()
nzl,BnH:O @ @

n23,D,,.- @ o ()
"=
@ n>5h(n):
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Proposition

Groupes de Pour n > 2, le groupe symétrique S, est engendré par les transpositions s; = (ii + 1)
G pour i allant del a n— 1.
Elles vérifient les relations suivantes :

Si |i —_]| = l,S,'SJ'S,‘ = §;S;Sj.

Si |/ —Jl > 2, SiSj = SjS;.

Proposition

Le groupe de Coxeter de type A, est le groupe symétrique Spy1.
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Définition
Groupes de

Coreter Pour n > 1, une partition de n est une suite décroissante d’entiers naturels dont la
somme des termes vaut n.

Proposition

Le nombre de classes de conjugaisons du groupe symétrique Sy, est égal au nombre de
partitions de n.
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Tableaux standards

A toute partition (A\;)jen+ on associe un diagramme appelé diagramme de Young ayant
i cases a la ieme ligne.

Un tableau de Young est un diagramme de Young ot I'on a rempli toutes les cases avec
des nombres allant de 1 a n.

Un tableau standard est un tableau de Young ot les nombres sont rangés de maniére
croissante suivant les lignes et les colonnes.

Théoreme

L'’ensemble des caractéres irréductibles sur C de S, est en bijection avec les partitions
de n et le degré du caractére associé a la partition \ est égal au nombre de tableaux
standards associés a .

Exemple :

4=34+1=2+4+2=24+14+1=1+1+1+41donc S, a5 caractéres irréductibles et
les degrés sont 1,3,2,3 et 1.
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Groupe de Artin associé a un groupe de Coxeter

Définition

Soit (W, S) un systéme de Coxeter fini. Au groupe de Coxeter W, on associe le groupe
de Artin Ay, avec la présentation suivante ot I'on a "oublié" la relation d'ordre 2 sur
les générateurs : < S,Y(s,t) € S?, sts... = tst... >

o =~

Mms ¢ Mms ¢
Exemples :
Le groupe de Artin Ay, associé au groupe de Coxeter de type A, admet la présentation
suivante : Aa, =< (Si)i[|1,n[]> SiSi+1Si = Si+15iSi+1, |i — j| > 2,55 = sjsi >.
Le groupe de Artin Ag, associé au groupe de Coxeter de type B, admet la présentation
suivante :
Ag, =< t, (Si)ie[\l,n—llb tsitsy = sitsit, SiSiy1Si = Si41SiSi+1, || — j| > 2, sis5j = sj5; >.
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Définition

Soit A un groupe de Artin de générateurs {s;};c[j1,n|]- Soit a € A, on dit que deux

SO écritures a = s, ..s;; et a= s, ...s; de a sont équivalentes si on peut passer de I'une a
I'autre en utilisant les relations de tresses.

Théoréme (Matsumoto)

Sj---Siy €t sj,...sj; sont deux écritures réduites du méme élément du groupe de Coxeter
si et seulement si elles sont équivalentes.
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Définition de I'algébre de lwahori-Hecke

Définition

Soit (W, S) un systéme de Coxeter et Fq = Fp((cvs)ses) un corps fini avec s parcourant
S tel que as = at € ]F_p si s et t sont conjuguées.
La [F4-algebre de Iwahori-Hecke HW:(as)se s associée a W est définie par
HW (ae)ses =< T1sooes Tal TiTjTjeo. = TiTi T, (Ti — a5 )(Ti +1) = 0 >.
—_— =
ms,-,sj ms,—,sj
Pour o = sj, ...s;; € Sp sous forme réduite, on pose Ty = Tj, ... T}, .

Théoréme
L’algébre de Hecke Hyy 4 est un Fq-module libre de base {Ty,0 € W}.
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Algebre de lwahori-Hecke de type A

Soit n € N*, p un nombre premier et o € IETP d’ordre strictement supérieur a n, on pose
Fq = Fp(a).

Définition

L’algebre de Hecke Ha, o est la Fq-algebre unitaire associative engendrée par
Ti, Ty, ..., Th—1 ol ces générateurs vérifient les relations

Pour tout i € [|1,n —1[],(T; — a)(T; +1) = 0.
Sil<i<j—1<n-2,T;T;=T;T;.
Pour tout i € [|1,n—2|], Ti Tix1Ti = Tix1 Ti Tiy1-

Pour o = sj, ...s;; € Sp sous forme réduite, on pose Ty = Tj, ... T}, .

Théoréme
L’algeébre de Hecke H a, « est un Fq-module libre de base {Ts,0 € An}.
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= Ha,,o est semi-simple déployée et on a la décomposition Ha, o ~ @M,u (Fq).
An

La représentation de Hoefsmit de Ha, . est donnée par I'action ci-dessous des

générateurs T, sur les tableaux standards T :
Sir et r+ 1 sont dans la méme ligne de T alors T,.T = aT.

=

Si r et r + 1 sont dans la méme colonne de T alors T,.T = —T.

. 5 =il
Sinon T;.T = my(T)T + (1 + m,(T))Tres 41 0t m(T) = %
trouve dans la case (ir,jr) et r + 1 se trouve dans la case (ir+1,jr+1)-

ou r se
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diagrammes suivants : A et |_|_|_,
On a
(Ty) = (T2) = (-1).
| R (T1) =R (T2) = (a).
LT Trrre -
-1 2 1
"1 = G &) (72) = (“ ) >
a+1 a+1
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Régle de Branchement

Pour tout FqHa, o module simple V, si on le considére comme un FqH,—1 module
V\ avec

FqHa, 1,0 CFqHa, o engendré par les générateurs Ty, T, ..., T2, on a

VA:GBVM.

pnCA
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Partition transposée

Pour A = (A1, A2,...,Ar,0,...) une partition de n, on note \ = (p1, f2, ..., i1,0,...)
sa partition transposée avec p; = max{j € N*, \; > i}.

Si on note V) le module simple associé a A alors on a V} ~ V.

Si A = X alors il existe une forme bilinéaire non-dégénérée sur Vy vu comme Fg-espace
vectoriel engendré par les tableaux standards telle que pour tous tableaux standards T,
T et pour tout i € [1, n], on ait (T;.T, T;.T) = —a(T, T).

La nature de la forme bilinéaire ne depend que de la forme du diagramme de Young
associé.
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Algebre de lwahori-Hecke de type B

Dans le groupe hyperoctahédral, tous les s; sont conjugués entre eux mais ne sont pas
conjuguées a t donc on a deux parameétres o et 8. Soient o, 8 € [, vérifiant des
conditions et Fq = Fp(, B).

Définition

L’algébre de Hecke Hp, .3 sur Fq est la Fq-algébre unitaire associative générée par
T = Ty, T1,..., Th—1 ou ces générateurs vérifient les relations

(T-8)(T+1)=0.
Pour tout i € [|1,n— 1|],(T; — a)(T; + 1) = 0.
TT1 TT]_: T1 TT]_T.
BSi0<i<j—1<n—2T;Tj=T;T;.

Pour tout i € [|1,n—2|], TiTix1Ti = Tix1 Ti Tiy1-

Pour o = sj, ...s;; € B, sous forme réduite, on pose Ty = T, ... T}, .

=

=

Théoréme
L’algebre de Hecke Hp, «,3 est un Fq-module libre de base {T,,0 € By}.
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Double-partitions et double-tableaux

Soit n € N,

Une double-partition \ de n est un couple (A1, \2) ol A1 est une partition de r et
A2 est une partition de n — r pour un r < n.

Le double-diagramme associé a une double partition (A1, \2) est le couple (D1, D>)
ou D; est le diagramme associé a A1 et D, est le diagramme associé a D;.

Un double-tableau standard associé & une double-partition (A1, \2) est un
remplissage du double-diagramme de maniére croissante suivant les lignes et les
colonnes dans chaque diagramme mais pas entre les deux.

Exemple : ( , est un double tableau standard.
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Théoréme

Le modéle matriciel suivant nous donne une décomposition en modules irréductibles V'

indexés par les doubles partitions de n de I'algebre de Hecke H, o g :

Si T = (T1,T2) est un double tableau standard alors

TT=pBTsileT, et T.-T=-TsileT,.

T:. T = mj(T)T + (1 + m;(T))T" avec TV = Tiwyi+1 si Ticsi+1 est standard et O sinon.

Avec m;(T) = %}M, ct(T : j) = a9M=5Mg si j € Ty et ct(T : j) = —a5D=H(D
ct(T:i+1

sinon et rj(T) (resp( cj(’ll)’)) indique la ligne (resp colonne) de j dans le tableau de T

contenant j.
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Les doubles-partitions de 2 sont
((1,1,0,0,...),(0,...)), ((0,...),(1,1,0,0,...))((2,0,0,...), (0, ...)), ((0, ...), (2,0,0, ...))

et ((1,0,...),(1,0,...)) et elles correspondent aux doubles-diagrammes

El EL (L (e D:bml
T 8 )
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Type

Corps de définition

Représentations irréductibles

Régle de Branchement

Représentation duale

Partitions de n.

Vit 0= DV
nCA

Vi

B
Fq = Fp(a, B).

Double-partitions de n.

V>\|HBH71,Q,/3 = @ Vi
pnCA

ViasaL)

1
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On prend ici Fq = Fp(a) avec o d'ordre strictement supérieur a 2n.

On définit I'algébre de Hecke Hp, . de type D comme la sous-algébre de I'algébre de
Hecke Hp, ,1 engendré par U= TT1T, Ty,... T,_1. On a alors que Hp, o est
I'algébre engendré par ces générateurs et qu'ils vérifient les relations suivantes :

(U=a)(U+1)=0,

Vie[l1,n—1]],(Ti —a)(Ti +1) =0,
Vie[l1,n—1]]\ {2}, UT; = T:U,

| UTL,U = TLUT,,

Vie[l,n=2|, TiTitaTi = Tig1 Ti Tiya,
avije(ll,n=1],[i—j| >1,T;T; = T;T,.

Alexandre
Esterle
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Soit T un double-tableau standard associé & une double partition (A1, \2) de n. Pour

i € [|1,n—1]], on note m;(T) = 1_(_1)6@2:}#0“*6,‘“ ol i (resp i+ 1) est dans la

case (rj, c;) (resp (ri+1,ci+1) d’un des sous-tableaux de T et §; = 0 si i et i + 1 sont
dans le méme tableau et 6; = 1 sinon.
L’action des générateurs sur le double-tableau T est la suivante :
U.T = m(T)T — (1 + my(T))T, avec T = 0 si T1c,2 est non standard et
T = T1+» sinon,
Vi€ [|1,n—1|], $i.T = mi(T)T + (1 + mi(T))T avec T = 0 si Tii41 non
standard et T = Tjsjy1 Sinon.

Les représentations irréductibles sont alors indexées par les double-partitions (A1, \2)
telles que A1 > X2 et (A1, A1, +), (A1, A1, —) pour les partitions A1 de 7.
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Soit n > 5 et (A, u) une double partition de n telle que ny > ny, ou ny = n, et A > p.
On a alors :
Siny > ny + 1 alors V)\a#\HDn,l,a = &b Vi
(A A)C(X, 1)

A Siny=n,+1etpg X\ alors

Vasiio, . =DV0s DDV DBV

ACu Xca Xca
X>p A<p

B Siny=ny,+1etuCXalors

VaulHo, ja = @Vw @ @Vx,ﬂ @ @Vu,x @(Vmu,+ @ Vi, —)-

ACH XcA Xca
X>u X<p
Siny = ny et A\ > p alors v%l‘mon,l,a = @ Vi @ @ Vi
ACu ACA

Si A= p alors V\ x |3,

e = D Vo

ACh

La = Va1
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W-graphes

Définition des W-graphes

Soit W un groupe de Coxeter d’ensemble de générateurs S. Soit HW»(O‘S)SES son
algebre de Hecke associée sur Fq = Fp((as)ses) et

FaHw, (as)ses = HW,(as)ses ®]Fq Fg ot Fg = Fp((v/as)ses)-

Définition (Kazdhan Lusztig 1979)

Un W-graphe est la donnée d'un triplet (X, I, ) tel que

X est un ensemble muni d’une application | de X dans P(S),
 est une application de (X x X \ D(X)) x S dans Fg.
On impose que tout élément de I'image de p soit invariant par I'automorphisme de Fg

qui envoie \/as sur Jas L pour tout s € S. Soit V' un Fg-espace vectoriel de base
(ey)yecc et pour s € S, on définit I'application linéaire ps : V. — V par

ey —ey sis € I(y),
e ae + Yy, Vaspy yex  sis & I(y).
x€C,s€l(x)

On impose que Ts — ps soit une représentation de FaHw,(as)ses-



Exemple de W-graphe
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_ e On prend W = Hs, il y a une seule classe de conjugaison parmi les générateurs donc un

S seul paramétre a € Fp,, on a Fy = Fpy(a) et Fg = Fy(y/a). On a alors une
représentation de dimension 4 donnée par le W-graphe {X, I, 1} avec

X = {x1,x2,x3, x4}, I(x1) = {2, 53}, I(x2) = {51, 53}, l(x3) = {51}, [(xa) = {s2},

Hxy o = Mxo,xg = Mxg,xg = Hxg,xq = Mg, = 1, p symétrique indépendant de S et p

envoie les autres couples sur 0. On peut le représenter de la maniére suivante :

4
« 0 0 0
QA (s
On a alors py (T1) = 0 0 -1 va
Définition des 0 0 0 «

W-graphes




Représentation duale
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\lexandre A un W-graphe G, on peut associer un W-graphe dual G* qui correspond a une
Esterl représentation isomorphe a la représentation pg. = pg oy ot ¥(Ts) = —« T;l.
Si G = (X, I, ) alors G* est donné par (X, 1, i) avec pour tout x € X,1(x) = S\ I(x)
et pour tout x,y € X, fix,y = —ly x-
On a par exemple

@ﬁ
O——O

Définition des
W-graphes
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W-graphes 2-colorables

Si un W-graphe (X, I, 1) est 2-colorable alors on a un isomorphisme entre la
représentation associée a (X, /, 1) et la représentation associée a (X, /, —p) donné par
I'application ey, — w(ex;)ex; en coloriant les sommets par 1 ou —1.

On a alors que si le W-graphe est 2-colorable et il existe un isomorphisme de graphe 1)
entre les graphes donnés par G = (X, /, ) et (X,7, w) alors il existe une forme bilinéaire
non-dégénérée telle que (Tiex, Tiex) = (—a)(ex;, ex) et la nature de cette forme
bilinéaire ne dépend que de w(eq )w(¥(ex))-
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Méthode générale pour la restriction a un sous-groupe parabolique

Siona W =< S > un groupe de Coxeter et Wo =< S’ >< W un sous-groupe de W
qui soit un groupe de Coxeter. Si G = (X, /, u) est un W — graphe alors G = (X, , miu)
est un Wo-graphe avec pour tout x € X, 1(x) = I(x) N S’ et fix,, = 0 si I(y) C I(x).

On décompose ensuite (X, T, /i) en composantes connexes et les matrices pG(T) sont

alors en forme triangulaire supérieure par blocs. Le Fg Wp-module V associé 3 G est
alors isomorphe au module @ V.

Probléme : Les représentations associées aux composantes connexes ne sont pas
forcément irréductibles.
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Restriction sur e
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On a donc pg, |1, = p3y X p,, c'est-a-dire qu'il existe P € GLg(Fg) telle que pour
i€[1,3], ona

: -1 _ p3;(T’) 0
Pps,(T)P™" = < 0 —Oé(tﬂ3;(Ti)1)>

avec

O——=0 ®




Un autre exemple
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Hecke h(5) =< s1,5 >C H3 =< s1,80,53 >, B=€+ &L avec £° =1.

ﬁ — VOO
.

— O EF——-

Il n'y aici qu'une composante connexe et elle ne correspond pas a une représentation
irréductible, on pose (e, €}) = (e1 4+ (B + 1)eq, &2 + (B + 1)e3) et

(ef,€)) = (e1 — Bes, &2 — Pes).

Dans cette base, la restriction de 4] 3 H1,(5),a est représentée par le W-graphe suivant :

B+1

O®
@




	Introduction
	Groupes de Coxeter
	Groupes de Artin
	Algèbre de Iwahori-Hecke

	Combinatoire des types A,B et D
	Type A
	Type B
	Type D

	Combinatoire dans le cas général
	Définition des W-graphes
	Restriction sur les W-graphes


