Cellularité de I'algébre de Hecke de G(r, p, n)

Salim RosTaMm

Laboratoire de mathématiques de Versailles (LMV)
Université de Versailles Saint-Quentin (UVSQ)

Conférence des doctorants de '’ANR ACORT
27 et 28 avril 2017



Algebres cellulaires

Soit F un corps et soit A une F-algébre de dimension finie.

Définition (Graham—Lehrer 96)

On dit que I'algebre A est cellulaire s'il existe un poset (L,>) avec
pour chaque A € L un ensemble d'indices 7 () et des éléments
cly € A pour s,t € T()\) tels que :
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Algebres cellulaires

Soit F un corps et soit A une F-algébre de dimension finie.

Définition (Graham—Lehrer 96)
On dit que I'algebre A est cellulaire s'il existe un poset (L,>) avec
pour chaque A € L un ensemble d'indices 7 () et des éléments
cly € A pour s,t € T()\) tels que :
o I'ensemble {c}}: A\ € L,5,t € T()\)} est une base de A;
o |'application linéaire * : A — A donnée par (cfj\t)* = ¢} est un
anti-automorphisme d'algebre;
@ pourtout A€ L,t€ T()\) et a € A, il existe des scalaires ry,(a)

tels que :
Vs € T(N\), cla= Z ru(a)c), + Z chio-
ueT () u>A
0,wET (1)

On a alors dim A = 3", [T(V). |




Ma premiere algebre cellulaire

L'algebre Mat,x,(F) est cellulaire en prenant :
e L :={n} un singleton;
e T(n)={1,...,n};

o ¢/ := Ej la matrice élémentaire avec un 1 en position (/, ) et

des zéros partout ailleurs.

Cela résulte de la relation classique EjjEy = 6 Ejy et du calcul
suivant :

(EijEw)" = opEjj = k5B = EEji = EEj;.



Ma premiere algebre cellulaire

L'algebre Mat,x,(F) est cellulaire en prenant :
e L :={n} un singleton;
e T(n)={1,...,n};

o ¢/ := Ej la matrice élémentaire avec un 1 en position (/, ) et

des zéros partout ailleurs.

Cela résulte de la relation classique EjjEy = 6 Ejy et du calcul
suivant :

(E,JE[(/)>'< — jkEiT — 5kjE/,‘ — E/kEji — E;(k/EIj]k

Proposition

Toute algébre semi-simple est cellulaire.




Algebres d'Ariki—Koike

Soient n, r,e € N*, et soit g € F*.

Définition (Broué—Malle 93, Ariki—Koike 94)

L'algébre d'Ariki-Koike H, ,(q) est I'algébre de Hecke du groupe de
réflexion complexe G(r,1,n) ~ (Z/rZ) 1 &p.
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Algebres d'Ariki—Koike

Soient n, r,e € N*, et soit g € F*.

Définition (Broué—Malle 93, Ariki—Koike 94)

L'algébre d'Ariki-Koike H, ,(q) est I'algébre de Hecke du groupe de
réflexion complexe G(r,1,n) ~ (Z/rZ) 1 &p.

@ Si r =1, on retrouve |'algébre de Hecke de type A.
@ Si r =2, on retrouve |'algébre de Hecke de type B.

L'algebre H, ,(q) est engendrée par des éléments S, Ty, ...




Cellularité des algebres d'Ariki—Koike

Une r-partition de n est un r-uplet A = (AW, ... X)) avec :

o chaque A\() est une suite décroissante d’entiers positifs, de
somme |A()];
° ‘)\(1),+...+‘)\(r)| —n.
On note Std(A) I'ensemble des tableaux standards de forme A.

v
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Cellularité des algebres d'Ariki—Koike

Une r-partition de n est un r-uplet A = (AW, ... X)) avec :

o chaque A\() est une suite décroissante d’entiers positifs, de
somme |A()];
° ‘)\(1),+...+‘)\(r)| —n.
On note Std(A) I'ensemble des tableaux standards de forme A.

48]
J6]9]| € Std(4:2:1,2).
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Théoréeme (Murphy 95, Dipper-James-Mathas 98)

On peut trouver une base cellulaire de H, (q), les éléments de la
base étant de la forme mg := T ymxTy(y) pour s, t € Std(A).




Algebres cellulaires graduées

Définition (Hu—Mathas)

Soit (A, L,>) une algebre cellulaire. Si I'algébre A est graduée et
que I'on peut étendre la fonction de degré a Lixe T (\) de telle
facon que :

deg c;; = degs + degt,

on dit que A est cellulaire graduée.
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Théoreme (Rouquier 08, Brundan—Kleshchev 09)

L’algébre H, ,(q) est isomorphe a un quotient cyclotomique de
I'algébre de Hecke carquois Ry('e), dont elle hérite de la
Z-graduation.




Algebres cellulaires graduées

Définition (Hu—Mathas)

Soit (A, L,>) une algebre cellulaire. Si I'algébre A est graduée et
que I'on peut étendre la fonction de degré a Lixe T (\) de telle
facon que :

deg cj; = degs + degt,

on dit que A est cellulaire graduée.

o’

Soit e € N> U {oo} I'ordre de g et soit e le carquois cyclique a e
sommets.

Théoreme (Rouquier 08, Brundan—Kleshchev 09)

L’algébre H, ,(q) est isomorphe a un quotient cyclotomique de
I'algébre de Hecke carquois Ry('e), dont elle hérite de la
Z-graduation.

On note y1,...,¥Yn, ¥1,...,%n_1 et e(i) pour i € (Z/eZ)" les
générateurs gradués.



Cellularité homogene des algebres d’'Ariki—Koike

Soit t un tableau standard avec n cases. On note A(t)
(respectivement R(t)) I'ensemble des nceuds ajoutables (resp.
supprimables) de t de méme résidu que la case contenant n.
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Cellularité homogene des algebres d’'Ariki—Koike

Soit t un tableau standard avec n cases. On note A(t)
(respectivement R(t)) I'ensemble des nceuds ajoutables (resp.
supprimables) de t de méme résidu que la case contenant n.

Définition (Brundan-Kleshchev-Wang)

Le degré de t est degt = > j_; (| A(t<k)| — R(t<k)l)-

Théoréeme (Hu—Mathas 10)

L'algébre d’Ariki-Koike H, ,(q) est cellulaire graduée.

La base cellulaire graduée est donnée par des éléments
et = 7/13(5))/)\e>\1/)d(t)-

Remarques

@ On obtient méme une base cellulaire pour les blocs.

@ Quand l'algebre H, ,(q) est semi-simple, cette base devient une
base de matrices élémentaires.




Algebre de Hecke de G(r, p, n)

Soit p | r. On peut voir I'algebre de Hecke du groupe de réflexion
complexe G(r, p, n) comme la sous-algebre de H, ,(q) fixée par un
certain automorphisme d'algebre o d'ordre p. On la note H, , »(q).
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o= %(1 + 0+ -+ oP71) est une application linéaire
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e OnadimH,,,(q) = %;m(q)_




Algebre de Hecke de G(r, p, n)

Soit p | r. On peut voir I'algebre de Hecke du groupe de réflexion
complexe G(r, p, n) comme la sous-algebre de H, ,(q) fixée par un
certain automorphisme d'algebre o d'ordre p. On la note H, , »(q).

Proposition

o L’application v : Hy n(q) — H, p n(q) donnée par
o= %(1 + 0+ -+ oP71) est une application linéaire
surjective.

e OnadimH,,,(q) = W_

Que peut-on dire de la cellularité de I'algebre H, 5 »(q) ? J




Action de o sur les blocs de H, ,(q)

Définition

On appelle un e-uplet d'entiers de somme n une e-composition de n.

On peut indexer les blocs de H, ,(q) par des e-compositions de n :
si a est une telle composition, on notera H,(q) le bloc
correspondant. Dans la suite, on définit |'entier n = ﬁ.



Action de o sur les blocs de H, ,(q)

Définition
On appelle un e-uplet d’entiers de somme n une e-composition de n

On peut indexer les blocs de H, ,(q) par des e-compositions de n :
si « est une telle composition, on notera H,(q) le bloc
correspondant. Dans la suite, on définit |'entier n = ﬁ.

Si o = (@j)i=0..e—1 €st une e-composition de n, on définit o - « la
e-composition de n donnée par (o - v); := a1y, ol les indices sont
vu modulo e.

v

Soit Ha(q) un bloc de H, »(q). Alors o induit un isomorphisme :

Ha(q) % Hs.a(9q)-




Cellularité de H, , ,(q) : cas facile

Soit o une e-composition de n. On considére |'algébre suivante :

H[a](q) = Ha(q) D HO"Ot(q) ©---D HUP*1~a(q)'



Cellularité de H, , ,(q) : cas facile
Soit o une e-composition de n. On considére |'algébre suivante :

H[a](q) = Ha(q) D Ha-a(q) ©---D HUP*1~a(q)'

Théoreme
On suppose que |[a]| = p. L’application p induit un isomorphisme
H.(q) & H‘[’a](q), munissant cette derniére algébre d'une structure

cellulaire graduée.

Démonstration

On transporte via o la structure cellulaire de H,(q) a tous les
Hak-a(q)' [

| \
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Cellularité de H, , ,(q) : cas facile
Soit o une e-composition de n. On considére |'algébre suivante :

H[a](q) = Ha(q) D HO"Ot(q) ©---D HUP*1~a(q)'

Théoréme

On suppose que |[a]| = p. L’application p induit un isomorphisme
H.(q) & H‘[’a](q), munissant cette derniére algébre d'une structure

cellulaire graduée.

v
Démonstration

On transporte via o la structure cellulaire de H,(q) a tous les
Hak-a(q)' [

v
Corollaire

On suppose que p et n sont premiers entre eux. Alors I'algébre
H, 5.n(q) est cellulaire.




Base cellulaire candidate

e Si t € Std(\), on peut définir une r-partition A\, un tableau
7t € Std(°A) et on note t ~ 7t.

@ On choisit un représentant par classe d'équivalence pour ~ et
on note Stdg(A) I'ensemble de ces représentants qui sont dans
Std(A).

v

Pour A = (u,v) (cas r = p=2) alors A = (v, u).




Base cellulaire candidate

e Si t € Std(\), on peut définir une r-partition A\, un tableau
7t € Std(°A) et on note t ~ 7t.

@ On choisit un représentant par classe d'équivalence pour ~ et
on note Stdg(A) I'ensemble de ces représentants qui sont dans
Std(A).

v

Pour A = (u,v) (cas r = p=2) alors A = (v, u).

Proposition

o On a [Stdo(A)| = AjSta(n)].

o La famille {p(st) : X =r [, 5 € Std(X), t € Stdo(A)} est
une base de |'espace vectoriel H‘[’a](q).
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Non-cellularité de H, , ,(q) : cas facile

On suppose ici que I'algebre H, ,(q) est semi-simple.

0(%{) = w"s,"t-

4

Théoreme

Si|[a]| < p, la base des p(1st) précédente ne peut pas étre une
base cellulaire de H‘[’a](q).




Non-cellularité de H, , ,(q) : cas facile

On suppose ici que I'algebre H, ,(q) est semi-simple.

Lemme

U(wst) = w"s,"t-

| A\

Théoreme

Si|[a]| < p, la base des p(1st) précédente ne peut pas étre une
base cellulaire de ‘[’a](q).

| A

Démonstration.

On utilise la relation gy = d¢ysy €t le lemme pour en déduire la
loi de multiplication des p(tst)- O

v




Une condition supplémentaire sur la cellularité

On a d'une part dimHF, \(q) = > ¢c; |7 (£)|?, et d’autre part :

d|mHa

b A=)
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On a d'une part dimHF, \(q) = > ¢c; |7 (£)|?, et d’autre part :

dim H[a]

dlmH[a]( )= s p)\g[:]‘Stdo‘
= 3 [ oI = 32 il

(A]



Une condition supplémentaire sur la cellularité

On a d'une part dim Hf, (q) el | T ()%, et d'autre part :

dim Hy (g
T q) — + pz\sm(x
A
1 p
= ——————[Stdg Stdo(
2 o = 3 sl

On impose alors que les termes coincident (3 I'ordre pres).



Une condition supplémentaire sur la cellularité

On a d'une part dim Hf, (q) el | T ()%, et d'autre part :

dim Hiyy(q
dim HY, —_— Std(A)]
[ ]( )= ) p)\'zz[a]‘ ()
N 1 P ) (
=30 g S = 3 g S

On impose alors que les termes coincident (3 I'ordre pres).

Théoreme

Soit N le nombre de paires (s,t) telles que p(vst)* = p(bst). Alors :
N = Z |T(£)| = Z |Std0()‘)‘ + ’{(570 : Up/Z(wﬁt) = 77b1:5}|]-ppair-

teL Al




Non-cellularité de H[a](q) . cas p impair

On a donc :

[A] [A]



Non-cellularité de H[a](q) . cas p impair

On a donc :

N=>" H)\”|Stdo = [Stdo(A)]-

[A] [A]

Théoreme

On suppose que p est impair et que |[a]| < p. S'il existe un

A/ [a] tel que |[A]| < p, alors I'algébre H[a](q) n'est pas
cellulaire.




Non-cellularité de H[a](q) . cas p impair

On a donc :

[A] [A]

Théoreme

On suppose que p est impair et que |[a]| < p. S'il existe un

A/ [a] tel que |[A]| < p, alors I'algébre H[a](q) n'est pas
cellulaire.

La condition du théoréme est toujours vérifiée.

On prend r = p =2 et e = 4. La 4-composition o := (1,1,1,1)

vérifie |[a]| = 1 < 2, et elle est associée a A = (2,2) qui vérifie
Al =1<2.




(Non-)cellularité de H, , ,(q) : cas p pair

La condition impose :

> gy StdoN) = 3 IStdo(A)] + [{(5, ) : 0”2 (thst) = s} .

(A] (Al

~~ |l faut donc des renseignements sur o?/2. J




(Non-)cellularité de H, , ,(q) : cas p pair

La condition impose :

> Il Stdo(A)| = D" [Stdo(A)] + [{(s. t) : 0P/ 2(he) = hie}|-

(A] (Al

~~ |l faut donc des renseignements sur o?/2. J

Quelques cas pour r=p=2:

@ si n=e = 2, |'égalité est vérifiée et on peut en effet trouver
une structure cellulaire compatible;
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(Non-)cellularité de H, , ,(q) : cas p pair

La condition impose :

> gy StdoN) = 3 IStdo(A)] + [{(5, ) : 0”2 (thst) = s} .

(A] (Al

~~ |l faut donc des renseignements sur o?/2. J

Quelques cas pour r=p=2:

@ si n=e = 2, |'égalité est vérifiée et on peut en effet trouver
une structure cellulaire compatible;

@ sin=4etec {26} I'égalité n'est pas vérifiée;

@ si n = e = 4 |'égalité est vérifiée.



Fin

Merci de votre attention !



Extra : matrice de o dans la base des 1,

Théoréme

On suppose que H, ,(q) est semi-simple. La matrice de o dans la
base des 15 est une matrice de permutation, que l'on peut
explicitement décrire.

Remarque

La matrice de o dans la base des my n'est pas du tout une matrice
de permutation.




Extra : matrice de o dans la base des 1,

Théoréme

On suppose que H, ,(q) est semi-simple. La matrice de o dans la
base des 15 est une matrice de permutation, que l'on peut
explicitement décrire.

Remarque

La matrice de o dans la base des my n'est pas du tout une matrice
de permutation.

Soit (ajj) la matrice de o dans la base des ). Alors :
Q@ ajj = 0 (\/) 0
(] Vi, E”(I'l = i, i2, 0000 ip), Airir iz - - - é),'p,'1 75 0 (77?) ,

@ on peut choisir un ordre tel que (aj;) soit triangulaire par blocs
de taille p.




